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ZAGADNIENIA PROJEKTOWANIA LINIOWEGO FILTRU
KALMANA DLA ZAAWANSOWANEJ STRUKTURY

STEROWANIA UKŁADU DWUMASOWEGO

W artykule przedstawiono zagadnienia związane z projektowaniem liniowego rozszerzonego fil-
tru Kalmana estymującego zmienne stanu i wielkości układu napędowego z połączeniem sprężystym.
We wstępie omówiono zagadnienia estymacji zmiennych stanu w nowoczesnych napędach elek-
trycznych. W kolejnych rozdziałach przedstawiono model rozpatrywanego napędu oraz analizowa-
nego Filtru Kalmana. Następnie zaprezentowano metodę doboru współczynników macierzy kowa-
riancji Q i R. W ramach badań sprawdzono odporność układu na niedokładność oszacowania
parametrów. Badania symulacyjne zostały potwierdzone badaniami eksperymentalnymi.

1. WPROWADZENIE

Tłumienie drgań skrętnych układu napędowego z połączeniem sprężystym jest za-
gadnieniem ważnym i cieszącym się stałym zainteresowaniem ośrodków badawczych
[1]–[15]. Jedną z najefektywniejszych metod pozwalających uzyskać poprawne wła-
ściwości dynamiczne jest zastosowanie odpowiednich układów regulacji [1]–[15].
Zaawansowane liniowe struktury sterowania takie jak: regulator oparty o prawo ste-
rowania Force Dynamic Control (FDC) [1], [16], czy regulator PI z dodatkowymi
sprzężeniami zwrotnymi [10] lub/i kompensacją wpływu momentu obciążenia [1]
wymagają informacji o wektorze stanu oraz dodatkowych wielkościach układu napę-
dowego (momencie obciążenia oraz jego pierwszej i drugiej pochodnej). W celu es-
tymacji wektora stanu układu można zastosować metody algorytmiczne lub bazujące
na sztucznej inteligencji [17]–[22]. Sposób projektowania estymatorów algorytmicz-
nych dla układu dwumasowego (obserwator Luenbergera, Filtr Kalmana) przedsta-
wiono w [1]. Powszechnie przyjmuje się, że zmienną wejściową estymatorów jest
_________
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moment elektromagnetyczny a zmienną wyjściowym prędkość silnika napędowego.
Jednak w wielu przypadkach sygnał momentu elektromagnetycznego jest trudno mie-
rzalny (napęd prądu przemiennego) i zakłócony dużym szumem pomiarowym. W celu
poprawy właściwości dynamicznych estymatorów, w niniejszej pracy proponuje się
zmianę sygnału wejściowego estymatora na zadany moment elektromagnetyczny
(wyjście regulatora prędkości). Takie podejście wymaga rozszerzenia modelu mate-
matycznego obiektu o dynamikę pętli kształtowania momentu elektromagnetycznego.
Wzrost złożoności modelu kompensowany jest jednak przez uzyskanie lepszych wła-
ściwości dynamicznych estymatora.

W niniejszym artykule przedstawiono zagadnienia związane z projektowaniem
Rozszerzonego Liniowego Filtru Kalmana estymującego wektor stanu układu dwuma-
sowego wraz z momentem elektromagnetycznym oraz dodatkowe wielkości takie jak:
moment obciążenia wraz jego dwiema pochodnymi. Do strojenia parametrów obser-
watora wykorzystano zaawansowane metody optymalizacji bazujące na algorytmach
genetycznych i metodach przeszukiwania zbiorów.

2. MODEL NAPĘDU I STRUKTURA STEROWANIA

Model matematyczny układu dwumasowego z bezinercyjnym połączeniem spręży-
stym można opisać poniższymi równaniami różniczkowymi [1]:
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gdzie:
me – moment elektromagnetyczny,
ω1 – prędkość silnika,
ω2 – prędkość maszyny obciążającej,
ms – moment skrętny,
α – pozycja wału maszyny roboczej,
mL – moment obciążenia,
T1 – mechaniczna stała czasowa silnika,
T2 – mechaniczna stała czasowa maszyny obciążającej,
Tc – stała czasowa elementu sprężystego,
Tα – stała pozycjonowania.
Wartości parametrów analizowanego układu wynosiły (T1 = T2 = 0,203 s, Tc =

1,2 ms, Tα = 0.5 s).
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Układ napędowy analizowany w niniejszej pracy pracuje w strukturze kaskadowej
z dwoma regulatorami: nadrzędnym pozycji (regulator oparty o prawo sterowania FDC
[1] zastępujący klasyczne regulatory pozycji i prędkości), oraz podrzędnym regulatorem
momentu elektromagnetycznego (predykcyjny regulator momentu). Nastawy regulatora
prądu zapewniają szybką odpowiedź momentu elektromagnetycznego [10]. Opisywaną
strukturę, z zastępczą pętlą generacji momentu przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Struktura sterowania
Fig. 1. Control structure

0 1 2 3 4 5

x 10
-3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t [s]

m
e [

p.
u]

me
r

odp reg

odp mod

Rys. 2 Porównanie odpowiedzi układu regulacji momentu i przyjętego modelu zastępczego
Fig. 2. Comparison of torque control system response and the equivalent model

W przypadku zoptymalizowanej pętli regulacji momentu elektromagnetycznego,
całą pętlę jego regulacji można odwzorowywać blokiem inercyjnym o małej stałej
czasowej, gdzie wartością wejściową jest moment zadany a wyjściem moment silnika.
Dynamika pętli regulacji momentu wyrażona jest poniższym równaniem [12]:
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gdzie:
me – moment rozwijany przez silnik napędowy,
me

r – moment zadany przez nadrzędny regulator,
Tez – zastępcza stała czasowa obwodu regulacji momentu.
W rozpatrywanej strukturze przyjęto Tez = 0.0005217 s.
Na rysunku 2 przedstawiono porównanie odpowiedzi układu regulacji momentu

oraz przyjętego modelu. Z zaprezentowanych wyników widać, że pomiędzy modelem
a układem rzeczywistym istnieją nieznaczne różnice. Tak przyjęta transmitancja (2)
wykorzystana zostanie w modelu filtru Kalmana.

3. ROZSZERZONY LINIOWY FILTR KALMANA

Aby możliwa była estymacja momentu obciążenia wraz z dwiema pochodnymi
należy rozszerzyć wektor stanu napędu o te wielkości. Macierze stanu i wejścia oraz
wektor stanu używane w filtrze Kalmana przyjmują następujące postacie:
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gdzie:
xF – wektor stanu Filtru Kalmana,
AF – Macierz stanu Filtru,
BF – Macierz wejść Filtru.
Model napędu zostaje poddany dyskretyzacji z okresem Tp.
Algorytm estymacji jest iteracyjny i odbywa się w następujących krokach:
1) Obliczenie predykatora:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkkkkkk uBxAx +=+ /ˆ/1ˆ (4)
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2) Estymacja macierzy kowariancji błędu:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkkkkkk T QAPAP +=+ //1 (5)

3) Obliczenie wzmocnienia filtru Kalmana:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 1
/1/1/11/11~ −

++++++=+ kkkkkkkkkkk TT RCPCCPK (6)

4) Wyznaczenie estymaty wektora stanu:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]kkkkkkkkk /1ˆ111/1ˆ1/1ˆ ++−++++=++ xCyKxx (7)

5) Obliczenie macierzy kowariancji błędu estymaty:

( ) ( ) ( ) ( )[ ]kkkkkk /1111/1 +++−=++ PCKIP (8)

6) Powrót do pierwszego kroku.
Do wyznaczenia wartości macierzy kowariancji Q i R wykorzystano zaawansowa-

ny hybrydowy algorytm optymalizacji globalnej. W pierwszym etapie obliczeń  wyko-
rzystuje się algorytm genetyczny. Wyznacza on punkt startowy dla algorytmu prze-
szukiwania zbiorów zastosowanego w kolejnym etapie obliczeń. Algorytm ten
znajduje globalne ekstremum. Przyjęta w procesie optymalizacji funkcja celu ma po-
stać:
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gdzie:
f1 – składowe błędu estymacji w zależności od przyjętej stałej czasowej maszyny

roboczej T2,
n–12 – czynnik normujący zależny od ilości próbek. Składowe fi można wyrazić

zależnościami:
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Jak wynika z analizy postaci funkcji celu (9)–(10) algorytm optymalizacji wyznacza
wartości macierzy zapewniające poprawną estymację zmiennych stanu i wielkości
obiektu zarówno w przypadku znamionowych i zmienionych parametrów napędu.

Tabela 1 Parametry algorytmu optymalizacji
Table 1. Parameters of optimization algorithm

Algorytm Genetyczny Przeszukiwanie zbioru
Populacja 30 Tolerancja siatki 1–5

Zakres startowy Od 0 do 13 Początkowy rozmiar siatki 1
Iteracje 15 Kompletowanie puli on

reprodukcja 2 Cofanie siatki 0.75
krzyżowanie rozproszone Ekspansja siatki 3
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Rys. 3. Wyniki optymalizacji wstępnej z wykorzystaniem algorytmu genetycznego (a, c, e),
oraz właściwej z wykorzystaniem algorytmu przeszukiwania zbioru (b, d, f)
Fig. 3. The results of the initial optimization using genetic algorithm (a, c, e),

and an appropriate using Direct Search algorithm (b, d, f)
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Proponowane połączenie algorytmów optymalizacji zapewnia relatywnie szybkie
znalezienie ekstremum globalnego. Podstawowe parametry wykorzystanych algoryt-
mów zestawiono w tabeli 1. Na rysunku 3 przedstawiono wykresy obrazujące prze-
bieg procesu optymalizacji. Jak wynika z przebiegów zawartych na rys. 3, algorytm
genetyczny wyznaczał punkt startowy dla drugiego algorytmu w czasie 490 iteracjach.
Algorytm przeszukiwania zbioru wykonał 2000 iteracji w czasie, których obliczał
wartość funkcji celu około 24000 razy.

4. BADANIA SYMULACYJNE

W ramach badań symulacyjnych przeprowadzono analizę wpływu wybranych
wartości macierzy Q na błąd estymacji oraz przebadano odporność algorytmu na
zmianę parametrów obiektu. Badania przeprowadzono w zamkniętej strukturze regu-
lacji. Regulator FDC nastrojony został z wykorzystaniem modelu referencyjnego
o pulsacji rezonansowej ωr1 = ωr1 = 30 rad/s, ζ = 1.

Do analizy błędu estymacji wykorzystano wskaźnik w postaci:

( ) ∑
=

−=Δ
N

i
evv

N
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1

1 (11)

gdzie:
N – długość wektora próbek,
v – rzeczywista wartość,
ve – wartość estymowana.
Algorytm badań był następujący. W czasie t = 0 s następował skok wartości zada-

nej (pozycji) do 0,25. Po osiągnięciu sygnału referencyjnego przez obiekt, w chwili
t = 2 s następowało załączenie momentu obciążenia o kształcie sinusoidalnym oscy-
lującym z amplitudą 0,5 wokół wartości 0,5 z częstotliwością 0,25 Hz. Czas przepro-
wadzonych badań wynosił 4 s.

Ze względu na nową zmienną stanu jaką jest zastępczy moment elektromagne-
tyczny na rys. 4 przedstawiono wpływ zmian wartości Q11 (element macierzy kowa-
riancji Q odpowiadający rozpatrywanej zmiennej stanu) na dokładność estymacji.
Wartość tego współczynnika, jaka została wyznaczona na drodze optymalizacji,
wynosiła 7⋅107. Z analizy przebiegów zaprezentowanych na rys. 4. widać że zmiana
wartości rozpatrywanego współczynnika poniżej poziomu 1010 ma niewielki wpływ
na dokładność estymacji pozostałych zmiennych stanu. Choć widoczne jest dokład-
nie minimum błędu dla wartości otrzymanej w procesie optymalizacji. W przypadku
wzrostu wartości Q11 powyżej 1010 widoczny jest gwałtowny wzrost błędów esty-
macji wszystkich zmiennych stanu.
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Rys. 4. Wpływ zmiany wartości Q11 na błąd estymacji zmiennych stanu
Fig. 4. Influence of changes of Q11 on the value of the estimation error

Kolejno sprawdzono wpływ zmian stałej mechanicznej maszyny roboczej na do-
kładność estymacji zmiennych stanu. Badania prowadzone były w zamkniętej struktu-
rze regulacji. Do rozważań przyjęto zmianę wartości T2 w zakresie od 0,1 s do 0,6 s,
co stanowi zakres od połowy do trzykrotnej wartości znamionowej stałej mechanicz-
nej. Uzyskane wyniki przedstawione zostały na rys. 5. Z zaprezentowanych przebie-
gów widać, że gwałtowny wzrost błędu estymacji występuje od dwukrotnej wartości
znamionowej stałej mechanicznej. Należy podkreślić, że błąd estymacji pozycji wału
maszyny roboczej (rys. 5d) praktycznie w całym rozpatrywanym zakresie utrzymuje
się na bardzo niskim poziomie co wynika z dużej wartości elementu macierzy kowa-
riancji błędu Q.

Na rysunku 6 przedstawiono przebiegi momentów obciążenia, jego pierwszej
i drugiej pochodnej oraz momentu skrętnego przy znamionowych parametrach napę-
du. W stanach przejściowych szczególnie w przypadku pochodnych momentu obcią-
żenia (rys. 6c, d) widoczne są duże błędy estymacji, jednak błędy te nie mają wpływu
na dokładność regulacji pozycji napędu. Błąd estymacji po okresie przejściowym ma-
leje poniżej 10%. W przypadku zmiany parametrów błędy w sygnałach pochodnych
znacząco wzrastają.
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Rys. 5. Wpływ zmian wartości stałej mechanicznej T2 na dokładność estymacji zmiennych stanu
Fig. 5. Influence of changes values of mechanical time constant on the accuracy
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and the second derivative (d) at the rated parameters of the drive
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Na kolejnym rysunku (rys. 7) przedstawiono przebiegi prędkości silnika napędo-
wego oraz prędkość i położenie wału maszyny roboczej w przypadku znamionowej
i zwiększonej dwukrotnie wartości mechanicznej stałej czasowej maszyny roboczej.
Z przedstawionych przebiegów widać niewielki wpływ zmiany stałej T2 na błąd esty-
macji analizowanych zmiennych stanu.
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Rys. 7. Przebiegi rzeczywiste i estymowane prędkości silnika napędowego (a, d),
prędkość maszyny roboczej (b, e), położenie wału maszyny roboczej (c, f)
dla warunków nominalnych (a, b, c) i przy dwukrotnej stałej czasowej T2

Fig. 7. Real and estimated waveforms: (a, d) motor speed, (b, e) load speed,
(c, f) position of load machine. For the nominal conditions of T2 (a, b, c) and the double value of T2

5. BADANIA EKSPERYMENTALNE

Badania eksperymentalne przeprowadzone zostały na stanowisku zbudowanym
z silników prądu stałego o mocy 500 W (In = 2,9 A) i momencie bezwładności J =
0,0038 kgm2 połączonych ze sobą długim wałem (L = 0,6 m, Φ = 6 mm). Silnik napę-
dowy zasilany jest z przekształtnika pracującego w konfiguracji mostka H. Mostek ten
sterowany jest przez modulator szerokości impulsów o częstotliwości 13 kHz. Pręd-
kość silnika napędowego mierzona była przez enkoder inkrementalny o rozdzielczości
36 000 impulsów na obrót. Prąd mierzony był za pomocą przetworników typu LEM.
Algorytm zaimplementowany został na karcie DS1104 z procesorem sygnałowym.
Cała struktura próbkowana była z krokiem 0,5 ms.
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W chwili t = 0 następowała zmiana pozycji zadanej z 0 na 0,25 [p.u]. Po czasie 0,2 s
następowało załączenie momentu obciążenia. Następnie, co 2 s następowała zmiana
pozycji zadanej na przeciwną.
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Fig 8. Real and estimated values, and estimation errors for the nominal parameters of the drive where:

a) electromagnetic torque, b) motor speed, c) load speed, d) the electromagnetic torque estimation error,
e) motor speed estimation error, f) load speed estimation error
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Fig. 9. Real and estimated value, and estimation errors for the T2 = 2 T2n where: a) electromagnetic torque,

b) motor speed, c) load speed, d) the electromagnetic torque estimation error,
e) motor speed estimation error , f) load speed estimation error
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W pierwszej kolejności sprawdzono działanie estymatora przy znamionowej oraz przy
dwukrotnie zwiększonej mechanicznej stałej czasowej maszyny roboczej. Wyniki wybra-
nych wielkości, których pomiar był możliwy na stanowisku eksperymentalnym przedsta-
wiono na rys. 8. Kolejno sprawdzono działanie zamkniętego układu regulacji przy dwu-
krotnym zwiększeniu stałej czasowej maszyny roboczej, oraz przy występowaniu luzu na
wale. Zmiana stałej T2 nie została uwzględniona w algorytmie sterowania. Wyniki przed-
stawiono na rys. 9. Z zaprezentowanych wyników widać istotny wzrost błędu estymacji
przy zwiększeniu stałej mechanicznej. Może to wynikać z luzu mechanicznego który
występował na stanowisku a który nie był uwzględniony podczas optymalizacji.

6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wyniki związane z projektowaniem liniowego Filtru Kal-
mana estymującego zmienne i wielkości układu dwumasowego z połączeniem spręży-
stym. Na podstawie przeprowadzonych rozważań teoretycznych potwierdzonych ba-
daniami symulacyjnymi i eksperymentalnymi można wyciągnąć następujące wnioski.

– Możliwa jest poprawna estymacja zmiennych stanu i wielkości układu dwuma-
sowego (moment obciążenia wraz z jego pochodnymi). Jakość estymacji wyznacza-
nych wielkości w znacznym stopniu zależy od dynamiki zmian momentu obciążenia
(zwłaszcza pochodnych momentu obciążenia).

– Zastosowanie hybrydowej metody optymalizacji globalnej opartej na algoryt-
mach genetycznych i metodzie przeszukiwania zbiorów zapewnia poprawne dobranie
parametrów macierzy kowariancji błędów Q i R w układzie z zakłóceniami pomiaro-
wymi i parametrycznymi.

– Wprowadzenie dodatkowych sprzężeń zwrotnych od momentu obciążenia i jego
pochodnych poprawia właściwości dynamiczne zamkniętej struktury sterowania. Teo-
retycznie umożliwia to całkowitą eliminację wpływu momentu obciążenia z przebiegu
prędkości maszyny roboczej. W praktyce jest to ograniczone przez szumy pomiarowe
i parametryczne jak również skończoną szybkość estymatora.

– Wprowadzenie zastępczego momentu elektromagnetycznego poprawia właści-
wości napędu w układach gdzie sygnał momentu elektromagnetycznego jest zakłóco-
ny (np. napęd prądu przemiennego)

Praca współfinansowana w ramach Stypendium współfinansowanego przez Unię Europejską w ra-
mach Europejskiego Funduszu Społecznego (MK/SN/215/IV/2010/U).
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DESIGN OF THE KALMAN FILTER FOR THE ADVANCED CONTROL STRUCTURE
OF THE TWO-MASS SYSTEM

In the paper the issues related to the design of extended linear Kalman filter for the state variable es-
timation are presented. The original two-mass system state vector is extended by the load torque and its
the first as well as the second derivatives. In the introduction the modern estimation method are described
briefly. Next the considered model of the drive is presented. Then the applied procedure based on the
global optimization technique is presented. The robustness of the designed Kalman filter to the variation
of the value of the matrix Q is examined. The simulation study are confirmed by the experimental tests.
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