Prace Naukowe Instytutu Maszyn, Napedow i Pomiarow Elektrycznych
Nr 66 Politechniki Wroctawskiej Nr 66

Studia i Materiaty Nr 32 2012

silnik BLDC, sterowanie

Zbigniew GORYCA*

METODY STEROWANIA SILNIKOW BLDC

W pracy przedstawiono przeglad metod sterowania silnikéw BLDC oraz podstawowe struk-
tury ukladow sterowania tych silnikow. Bezszczotkowe silniki pradu stalego znajduja coraz
szersze zastosowania glownie z powodu wysokiej sprawnosci i duzej trwaloéci. Ponadto nie
wymagaja one czgstych przegladow i konserwacji i nie wywotuja duzego hatasu. Najwigksza ich
wada jest znaczna cena zwigzana z cena magnesow trwalych oraz konieczno$é wspotpracy
z elektronicznym komutatorem. Malejace ceny elementow elektronicznych, duza skala integracji
elektronicznych uktadéw zasilania i sterowania oraz wysoki koszt energii elektrycznej sprawia-
ja, ze naped z silnikiem BLDC jest konkurencyjny w stosunku do napgdu z asynchronicznym
silnikiem klatkowym o regulowanej predkosci obrotowej. W przewazajacej liczbie zastosowan
silnik BLDC moze by¢ wyposazony w niezawodny, prosty i tani komutator elektroniczny reali-
zujacy regulacje¢ predkosci obrotowej, zmiang kierunku wirowania i ochrong przeciazeniowa.
Wyeliminowanie czujnikow potozenia i zwiazanych z nimi potaczen w obecnie rozwijanych,
bezczujnikowych uktadach sterowania podnosi niezawodno$¢ i zmniejsza ceng napedu z silni-
kiem BLDC.

1. WSTEP

Bezszczotkowe silniki pradu statego przewyzszaja wszystkie inne silniki pod
wzgledem sprawno$ci oraz mocy osigganej z jednostki cigzaru czy objgtosci [3],
[10]. Dodatkowo w wirnikach tych silnikow prawie nie ma strat, gdyz wykonane sa
one na og6t z wysokorezystancyjnych magnesow spickanych. Wigkszos$¢ strat wy-
stepuje w stojanie, ktory tatwo schlodzi¢. Zatem uzwojenia stojana moga by¢ obcia-
zone wigksza gestoscia pradu, co wpltywa na minimalizacj¢ wymiar6w maszyny
[10]. Silniki te nie maja ktopotliwego i wymagajacego konserwacji komutatora,
pracuja cicho, a ich trwatos$¢ zalezy praktycznie od trwatosci zastosowanych tozysk.
Gléwna bariera w stosowaniu napeddéw z tego typu silnikami jest brak wiedzy
o tych silnikach, a takze wysoki koszt zwiazany z ceng magnesow trwalych oraz
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z ceng elektronicznego ukladu sterujacego praca silnika. Malejace ceny elementow
elektronicznych, duza skala integracji elektronicznych uktadéw zasilania i sterowa-
nia oraz wysoki koszt energii elektrycznej sprawiaja, ze naped z silnikiem BLDC
jest konkurencyjny w stosunku do napgdu z asynchronicznym silnikiem klatkowym
o regulowanej predkosci obrotowej. Przewiduje sig, ze duzy i dalszy wzrost cen
energii elektrycznej spowoduje wzrost zainteresowania niewielkimi napgdami z silni-
kami BLDC, gdyz w grupie silnikow do 5 kW maja one sprawno$¢ $rednio o 10%
wigksza od innych silnikow.

2. KONSTRUKCIJA SILNIKA BLDC

Bezszczotkowe silniki z magnesami trwatymi dziela si¢ na silniki pradu statego —
BLDC i silniki pradu przemiennego (synchroniczne) BLSM. Miara tego dos¢ dysku-
syjnego podziatu jest ksztalt napigcia rotacji uzalezniony od geometrii obwodu ma-
gnetycznego silnika i rodzaju uzwojenia [3], [10]. Przyjmuje sig¢, w silnikach BLDC
ksztalt ten jest trapezoidalny, za§ w silnikach BLSM sinusoidalny. Stojan silnika
BLDC moze mie¢ uzwojenia skupione — rys. 1 lub roztozone — rys. 2.

Rys. 1. Uzwojony stojan silnika Rys. 2. Uzwojony stojan silnika bezszczotkowego
bezszczotkowego — uzwojenie skupione — uzwojenie roztozone
Fig. 1. Coil winding stator Fig. 2. Winded stator of brushless motor

of brushless motor

Na wirnikach silnikow BLDC umieszczone sa magnesy trwate o przemiennej bie-
gunowosci 1 jednakowej wysokos$ci gwarantujacej w przyblizeniu stala warto$¢ induk-
cji w szczelinie maszyny w zakresie rozpigtosci katowej magnesu — rys. 3 i rys. 4.
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Magnesy neodymowe

Rys. 3. Kompletny wirnik silnika Rys. 4. Wirnik silnika BLDC
Fig. 3. Complete rotor of motor Fig. 4. Rotor of BLDC motor

Takie uksztaltowanie magnesoéw przy szczelinie o stalej wielkosci zapewnia trape-

zoidalny ksztalt napigcia rotacji w uzwojeniu silnika rys. 5.
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Rys. 5. Zaleznos¢ napigcia fazowego od czasu — pomiar
Fig. 5. Phase EMF / time characteristic — measurement
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3. KLASYCZNE STEROWANIE SILNIKA BLDC

Struktury ukladow sterowania, w ktorych wystepuja czujniki potozenia wirnika
wzgledem stojana powszechnie nazywa si¢ klasycznymi. Najczesciej do okreslania
potozenia wirnika uzywane sa czujniki Halla wykrywajace okreslony poziom indukcji
magnetycznej w poblizu czujnika [17]. Rysunek nr 6 przedstawia klasyczna strukturg
uktadu sterowania.
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Rys. 6. Podstawowy — klasyczny uktad sterowania silnika BLDC
Fig. 6. Classic controlling circuit of BLDC motor

Praca silnika BLDC — kierunek wirowania i predkos$¢ uzalezniona jest od kolejno-
$ci 1 czestotliwosci taczen 6 tranzystoréw mocy T1 — T6 trojfazowego mostka tranzy-
storowego. W takim uktadzie sterowania przyjmuje si¢ przeplyw pradu w dwoéch fa-
zach uzwojenia, a zatem jednocze$nie przewodzi jeden goérny i jeden dolny tranzystor
mostka. O kolejnosci wlaczania tranzystorow i kierunku ruchu wirnika decyduje poto-
zenie wirnika czyli stan wyj$ciowy czujnikow Halla H1-H3. Szeroko$¢ sygnatu PWM
i jego czestotliwo$¢ decyduje o predkosci obrotowej silnika i czgstotliwos$ci taczen
tranzystorow T1-T6. W zaleznosci od konstruktora silnika czujniki Halla umieszczane
sa wewnatrz (rys. 7) lub na zewnatrz (rys. 8) silnika.

Pierwsze z tych rozwiazan (rys. 7) jest bardzo proste, nie wymaga ustawiania poto-
zenia czujnikow i nie wymaga dodatkowego wielobiegunowego magnesu. Jednak w tym
przypadku czujniki narazone sa na uszkodzenie wysoka temperatura pochodzaca od czo6t
uzwojen 1 na zaktdcenia pochodzace od pola magnetycznego uzwojenia przy duzych
pradach silnika. Znacznie lepszym rozwiazaniem jest umieszczenie czujnikow polozenia
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w dodatkowej obudowie umieszczonej na zewnatrz silnika (rys. 8). Nowym i coraz czg-
$ciej stosowanym rozwiazaniem sa czujniki optyczne umieszczone w ruchomej, dodat-
kowej pokrywie silnika (rys. 9) [6]. Rozwiazanie to jest niewrazliwe na zaklocenia od
pola magnetycznego i dodatkowo umozliwia regulacj¢ potozenia czujnikow w trakcie
pracy silnika. Ponadto czujniki optyczne nie sa narazone na rozmagnesowanie i precy-
zyjnie okre$laja potozenie wirnika niezaleznie od okresu eksploatacji silnika.

Rys. 7. Widok silnika z czujnikami Halla wewnatrz silnika
Fig. 7. The view of motor fitted with inner Hall sensors

Rys. 8. Widok silnika z czujnikami Halla na zewnatrz silnika
Fig. 8. The view of motor fitted with outer Hall sensors
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Rys. 9. Widok optycznych czujnikoéw potozenia wirnika
Fig.9. The view of optic position sensors

W prostych napedach z silnikami BLDC nie stosuje si¢ predkosciowego sprzg¢zenia
zwrotnego, a zmiana predkosci realizowana jest przez zmiang szerokosci impulsow
PWM (zmiana napigcia zasilania). W napedach tych nie stosuje si¢ takze regulacji,
a jedynie ograniczenie maksymalnej wartosci pradu podyktowane potrzeba ochrony
tranzystorow trojfazowego mostka. Przy wyzszych wymaganiach stawianych nape-
dowi mozna wprowadzac¢ sprzgzenia predkosciowe korzystajace do okreslenia predko-
$ci z sygnatow czujnikéw potozenia.

4. STEROWANIE DWUSTREFOWE

W wielu rozwigzaniach praktycznych, zwlaszcza w napgdach pojazdow wymagana
jest praca ze zwigkszona predkoscia obrotowa przy zmniejszonym momencie obcigze-
nia — praca ze stata moca [11].

A
Me Istrefa I strefa

STALY MOMENT
1

STALAMOC

.
>

W [rad/s]

1
1
[l
!
1
1
|
i
|
|
'
|
1
1
|
I
T
w

n

Rys. 10. Dwustrefowa praca silnika
Fig. 10. Operation of motor in two-zone mode
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W silniku BLDC ten rodzaj pracy mozna uzyska¢ przez zmiang napigcia zasilania
lub przez zmiang struktury elektronicznego komutatora. Mozliwos$¢ zwigkszania pred-
kosci obrotowej silnika BLDC wynika bezposrednio z jego charakterystyki mecha-
nicznej. Stosujac przeksztaltnik podwyzszajacy napigcie w obwodzie DC mozemy
zmienia¢ predkos¢ obrotowa silnika. Innym prostym sposobem uzyskania wigkszej
predkosci obrotowej jest zmiana liczby zwojow uzwojenia, co wymaga jednak zwigk-
szonej liczby wyprowadzen z uzwojenia i mozliwe jest na etapie uzwajania silnika.
W uktadach o zmiennej strukturze komutatora wykorzystuje si¢ praktycznie dwukrotna
zmiang liczby zwojow. Napigcie zasilania przykladane jest w tych uktadach poczatkowo
do dwoch faz uzwojenia potaczonych szeregowo — praca ze statym momentem, a przy
pracy ze stala moca napigcie to przyktadane jest do jednej fazy —rys. 11.

Q

Tl _@9_ T3 _@9_ T5 _@9_

mIn

T2 _@9_ T4 _@9_ T6 _@9_

Rys. 11. Schemat uktadu o zmienne;j strukturze
Fig. 11. Schematic of circuit of variable structure

W pierwszej strefie pracy — przy pracy ze stalym momentem wiaczane sa wszyst-
kie tranzystory mostka, w drugiej tylko tranzystory dolnej grupy i lacznik Q. Przy
takim przelaczeniu uzwojen predkos¢ biegu jalowego jest dwukrotnie wigksza niz
przy pracy w pierwszej strefie.

5. STEROWANIE BEZCZUJNIKOWE

Stosowanie czujnikow w silnikach BLDC powoduje zwigkszenie liczby polaczen
silnika z komutatorem i zmniejsza niezawodno$¢ uktadu napedowego [17]. Dlatego
tez ostatnio czgsto rezygnuje si¢ z bezposredniego pomiaru potozenia i predkosci
1 wielkosci te wyznacza si¢ na podstawie pomiaréw pradow i napiec. Bezczujnikowe
metody sterowania mozna podzieli¢ na kilka grup:
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1. Wykorzystujace sil¢ elektromotoryczna.

2. Wykorzystujace pomiary pradow i napiec¢ oraz rGwnania opisujace maszyne.

3. Wykorzystujace sterowanie rozmyte i sieci neuronowe.

W metodach wykorzystujacych SEM pomiaru tej sity, a wilasciwie okreslenia
chwili przejscia przez zero dokonuje si¢ w aktualnie niezasilanej fazie uzwojenia
—rys. 12. W przypadku, gdy nie mamy wyprowadzonego punktu neutralnego mozna
wykorzysta¢ potencjat sztucznie wykonanego punktu neutralnego [5], [7].

DC + DC +

. .

(b)

Rys. 12. Uktad detekcji SEM: (a) z dostgpem do punktu neutralnego,
(b) z wykorzystaniem sztucznego punktu neutralnego
Fig. 12. BEMF detection circuit: (a) with access to the neutral point,
(b) without access to the neutral point

Rysunek nr 13 przedstawia idealizowane przebiegi napigé, pradéw i sygnatéw po-
chodzacych z czujnikéw Halla wystepujace w napedzie.

Z rysunku tego wynika ze:

— chwila zalaczenia fazy A nastgpuje gdy migdzyfazowa SEM Eac przechodzi
przez zero i chwila ta jest opdzniona o 30° wzgledem przejscia przez zero fa-
zowej SEM

— w pozostatych fazach wystepuje podobna zaleznos¢

— trapezowa SEM zawiera trzecia harmoniczng i harmoniczna ta wystgpuje
w punkcie neutralnym — rys. 14.

Okreslajac punkt przejscia przez zero migdzyfazowej SEM mozna w prosty sposéb
sterowac pracg silnika. Najprostszym sposobem sterowania przy wykorzystaniu SEM
jest obserwacja napigcia punktu neutralnego. Idealizowane przebiegi napigcia w tym
punkcie pokazuje rys. 14, a przebiegi rzeczywiste rys. 15.
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i sygnatéw z czujnikéw Halla
Fig. 13. Ideal (perfect) voltage

Rys. 13. Idealizowane przebiegi napig¢, pradow
and current waveforms from Hall sensors
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Rys. 14. Idealizowane przebiegi fazowych SEM i ich suma w punkcie gwiazdowym (neutralnym)
Fig. 14. Ideal waveforms of BEMF and their sum in neutral point
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Rys. 15. Rzeczywisty przebieg napigcia w punkcie gwiazdowym ( z6tty),
oraz przebieg SEM jednej z faz (niebieski) z zaznaczonymi punktami przejscia przez 0
Fig. 15. Actual voltage waveform in neutral point (yellow) and BEMF of phase (blue)
with marked zero points
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Chwila przej$cia przez zero SEM w niezasilanej fazie nie jest rownoznaczna
z wlaczeniem kolejnych tranzystorow mostka. Aby wyznaczy¢ chwil¢ komutacji za-
worow nalezy zastosowac opoznienie zalezne od predkosci wirnika takie, w ktérym
wirnik przebedzie droge roéwna 30° elektrycznych. Metody oparte na obserwacji SEM
mozna stosowac¢ w zakresie predkosci obrotowych od 10 do 100%. Ponizej tych war-
tosci SEM jest zbyt mala, aby na jej podstawie poprawnie okre$la¢ potozenie wirnika
(51 [71.

Do okreslania potozenia i predkosci obrotowej wirnika mozna wykorzysta¢ metody
bazujace na pomiarach pradow i napig¢ oraz na modelu matematycznym silnika [1], [2],
[8], [14]. Metody te maja najwigksze wymagania dotyczace mikroprocesora, gdyz do
sterowania maszynami z elektroniczng komutacja wykorzystuje si¢ modele matematycz-
ne. Sposob ten oprocz szybkiego mikroprocesora wymaga doktadnego opisu matema-
tycznego zjawisk zachodzacych w maszynie oraz statych fizycznych charakteryzujacych
dany silnik takich jak rezystancja stojana, indukcyjno$¢ poszczegdlnych faz, strumien
magnetyczny od magnesow trwatych, moment bezwtadnosci itp. Mikroprocesor w cza-
sie rzeczywistym na podstawie napig¢ i pradow zasilajacych wyznacza potozenie wirni-
ka i oblicza pozostale zmienne niezbedne do prawidtowego sterowania silnikiem. Stero-
wanie za pomoca modelu matematycznego cieszy si¢ coraz wigkszym zainteresowaniem
za sprawa rozwoju techniki mikroprocesorowej. Pojawienie si¢ bardzo szybkich proce-
sorow sygnatowych, ktore potrafiag wyliczy¢ wszystkie niezbedne zmienne w odpowied-
nio krétkim czasie, umozliwito szerokie stosowanie tych metod.

W przypadkach, gdy modele matematyczne sa trudne do okreslenia mozna stoso-
wac regulatory rozmyte bazujace na tabelach regut postgpowania w okre$lonych sytu-
acjach [12], [13]. Sa one mniej wrazliwe na zaktdcenia i maja dobra dynamike.

W przypadkach, gdy dysponujemy duza liczba przyktadow zachowania si¢ napgdu
w okreslonych sytuacjach mozemy do okre$lania polozenia wirnika zastosowac sieci
neuronowe [9]. Do wejs¢ sieci dostarczamy sygnaly informujace o napigciach na zaci-
skach silnika, a wyjsciem sieci jest informacja o potozeniu wirnika. Struktura sieci
i liczba jej warstw zalezna jest od projektanta i stopnia skomplikowania rozwiazywa-
nego problemu. Duza liczba przyktadow zachowania si¢ napedu jest niezbe¢dna do
prawidtowego nauczenia sieci [9].

Wszystkie wymienione sposoby sterowania bezczujnikowego wymagaja znajomo-
$ci potozenia poczatkowego wirnika i odpowiedniej procedury startowe;j.

6. OKRESLANIE POLOZENIA NIERUCHOMEGO WIRNIKA

Do poprawnej pracy silnika podczas rozruchu konieczna jest znajomos$¢ polozenia
wirnika okreslona z doktadnoscia 60° elektrycznych. W przypadku klasycznego ste-
rowania potozenie to okreslane jest jednoznacznie na podstawie sygnatow z czujnikow
potozenia. Przy braku czujnikow stosowane jest wstepne ustalanie pozycji wirnika
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[14], [15] lub okreslanie potozenia na podstawie serii impulsow pradowych [16]. Wia-
czajac przemiennie dwie lub trzy fazy uzwojenia mozna uzyskaé¢ 12 wektorow pola
przesunigtych wzgledem siebie o 30°.
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Rys. 16. Wektory pola stojana przy przemiennym wiaczaniu dwoch i trzech faz uzwojenia
Fig. 16.Vectors of stator magnetic field at alternating switching two or three phases

Wiaczenia sa na tyle krdotkotrwale, ze nie powoduja obrotu wirnika. Zaleznie od
polozenia wirnika jego strumien moze dodawac si¢ do strumienia stojana lub odejmo-

wac.
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Rys. 17. Potozenie wirnika wzgledem wektora pola stojana
Fig. 17. Rotor position towards the vector of magnetic field of stator

Przy dodawaniu si¢ strumieni stojana i wirnika wchodzimy w nasycenie obwodu
magnetycznego, zas przy odejmowaniu si¢ znajdujemy sig na jego liniowej czgsci.
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Rys. 18. Charakterystyka magnesowania blach silnika
Fig. 18. Magnetization characteristics steel sheets of motor

Przy réznych potozeniach wirnika odpowiedZ pradowa na impulsy napigcia bedzie
rozna. Warto$¢ pradu bedzie najwigksza, gdy wirnik zajmuje potozenia zgodne z naj-

blizszym wektorem pola stojana.
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Rys. 19. Zalezno$¢ amplitudy impulsow pradu od potozenia wirnika
Fig. 19. The dependence of amplitude of current pulses on the rotor position

W pokazanym przypadku wirnik zajmuje potozenie najblizsze wektorowi o nume-
rze 12. Stosujac t¢ metode mozna okresli¢ potozenie wirnika z doktadno$cia do 30° co
jest wystarczajace do przeprowadzenia rozruchu bez uprzedniego, wstepnego ustalenia
pozycji wirnika. Powyzszej metody nie mozna stosowaé przy liniowym obwodzie
magnetycznym silnika.

W rzadkich przypadkach, przy silnej zaleznosci indukcyjnosci uzwojenia od poto-
zenia wirnika 1 uprzedniej znajomosci tej zaleznosci, mozna potozenie wirnika okre-
$li¢ na podstawie czasu narastania jednego impulsu pradowego lub warto$ci pradu
osiaganej w okreslonym czasie [4].

Zastosowanie wstgpnego ustalenia pozycji wirnika jest najczeSciej stosowana
praktyka w uktadach bezczujnikowych. Polega ona na wilaczeniu wszystkich faz
uzwojenia na okreslony czas i wymuszeniu wstgpnego potozenia. Przy takim poste-
powaniu poczatkowy ruch wirnika moze odbywac si¢ w prawo lub lewo, co nie zaw-
sze jest wskazane. Podczas ustalenia pozycji wirnika zachodzi konieczno$¢ ogranicze-
nia pobieranego pradu, gdyz przy braku ruchu i braku napigcia rotacji zachodzi
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praktycznie stan zwarcia. Po ustaleniu pozycji wirnika nastgpuje rozruch silnika przy
braku kontroli potozenia wirnika przez kolejne wlaczenia zaworéw mostka wymusza-
jace kolejne potozenia wektora pola magnetycznego stojana. Z chwila, gdy wirnik
osiagnie okoto 10% predkosci znamionowej mozliwe jest okreslenie potozenia wirni-
ka na podstawie SEM rotacji lub na podstawie innych metod.

Najnowsza metoda okreslania potozenia wirnika, ktéra mozna stosowaé przy nie-
ruchomym wirniku i przy matych predkosciach, jest metoda HPI [15]. W metodzie tej
przed kolejnymi wlaczeniami zmieniajacymi potozenie wektora pola stojana nastgpuje
krotkotrwate wlaczenie kontrolne, przy pomocy ktorego okreslane jest potozenie wir-
nika.

Rys. 20. Potaczenie uzwojen silnika przy dodatkowym wiaczeniu w metodzie HPI
Fig. 20. Topology of winding at additional switching in HPI method

Na podstawie r6znic w odpowiedziach pradowych w kolejnych fazach uzwojenia
okreslane jest potozenie wirnika. Sposoéb wiaczenia uzwojen pokazany na rys. 20 nie
powoduje wytwarzania momentu obrotowego. Warunkami poprawnego okreslenia
potozenia wirnika sa:

— nieliniowo$¢ obwodu magnetycznego,

— réznice pradow przekraczajace 10%,

—zerowa wartos¢ pradu przed wlaczeniem kontrolnym.

Ze wzgledu na to iz prad przed kazdym wilaczeniem kontrolnym musi mie¢ war-
tos¢ zero, w metodzie tej nastgpuje zmniejszenie momentu wytwarzanego przez silnik.

7. WNIOSKI

Zainteresowanie napedami z bezszczotkowymi silnikami pradu statego stale rosnie
gléwnie za sprawa wzrostu cen energii elektrycznej. Wysoka sprawnos¢ tych silnikow
powoduje, ze przy dlugotrwatej eksploatacji oszczgdzamy energi¢ i napedy wyposa-
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zone w silniki bezszczotkowe sa konkurencyjne cenowo w stosunku do innych roz-
wiazan. W przypadku silnikow wyposazonych w czujniki polozenia ukiad sterujacy
praca silnika jest prosty, niezawodny i tani. Napedy bezczujnikowe w poréwnaniu
z napedami wyposazonymi w czujniki majq zalety i wady. Zaleta jest wyzsza nieza-
wodno$¢. Wadami takich rozwiazan jest wigkszy stopien komplikacji uktadu sterowa-
nia i konieczno$¢ stosowania procedury startowej oraz na og6t ograniczony od dotu
zakres regulacji predkosci. Napedy bezczujnikowe znajduja zastosowanie gltownie
tam, gdzie nie jest wymagany duzy moment rozruchowy — w pompach i wentylato-
rach. Z uwagi na to, iz wigkszos$¢ silnikow bezszczotkowych ma liniowy obwdd ma-
gnetyczny metody bezczujnikowe ograniczaja si¢ w praktycznych zastosowaniach do
metod bazujacych na pomiarze SEM w niezasilanej fazie lub w punkcie neutralnym.
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CONTROLLING METHODS OF BLDC MOTORS

The paper presents the review of controlling methods for BLDC motors. The construction of BLDC
motors, the manners of determination of the stator position with the use of sensors have been widely
illustrated on the examples. The paper contains thorough description of sensorless controlling methods. In
these methods the position of rotor is estimated on the basis of BFEM, mathematical models, currents and
voltages measurements being aided with fuzzy logic and neural networks. The estimation of the position
of stationary rotor is hard to realize, thus HPI method or sequence of switching and monitoring of current
pulses are used. At linear magnetic circuit, he initial estimation of rotor position and motor start in open
loop circuit is performed. At present, the simple circuits equipped with position sensors are the cheapest
and reliable solution.
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